Matematica e incertezza

i Frdice Manara

Anche i situazioni di informazione iniziale insufficiente. ¢ possibile ricorrere

[l matematica per dedurre con rigore alcune conseguenze certe. kil caso

tella teoria delle probabilita. che nel Novecento ha visto affermarsi un nuovo
pproecio in grado di superare delle difficolta logiche ed epistemologiche
dellimpostazione classica. Sudla solida base del principio di coerenza, che
dicliara limpossibilita di render certo cio che in partenza non lo e, vanificando
radicalmente ogni pretesa di imbrigliare il caso

i sente spesso parlare di “malematica
dellineerto”; Uespressione & entrata
ailfirittura nelle bozze di programmi di
matematica di uno dei numerosi progetti di
riturma della nostra scuola.

A prima vista, 1 terwnini matematica el
neertezza non sembrano stare insieme molto
berie. [ cio forse perché un'immagine diffusa
della matematica presenta (uesta scienza
rome 'ambito ed il luogo della pin grande
certezza che sia ottenibile dall nomo; perranta
l"accopplamento tra matematica ed incertezza
appare stridente e paradossale o addirittura
assurdo ed impossibile. £ quindi utile qualche
riflessione, perche U'apparenza paradessale
svanisea ¢ si possa chiarive il significato e la
portata del rermini,

Tuttavia si potrehbe osservare, in linea
preliminare, che il termine certezza ha un
significato prevalentemente psicologico ¢
snggellivo. percheé pud essere assunto come
indicative di uno state danimo, che
difficiimente puo essere precisato
nggettivameute in modo soddisfacente: ¢i pud
essere infarti il nevrotico che non & certo
neppure dei risultati dei calcoli aritmerici pin
clementari o, al contrario, 'ottimista beota
rhe & certo di cavarsela anche nel
eosipertamento pitt wsensate ed imprudente.

[nformazione ¢ incericzza

Per approfondire il discorso si powebbe dire
in prima fuogo che Ja matematica non
“fabbrica”, pex cosi dire, nna certezza

oggelliva i ogni caso. ma che garantisce,
quando pud, il rigore dei ragionamenti ¢ delle
deduzioni e quindi la certezza che ne
CORZEgUE,

Pertanto si puo pensare che, in cerca di
chiarimento su cuesti argomenti. sia
preferibile un riferimenio all'informazione che
si possiede prima della deduzione, piuttosto
che allo siato psicologico di cerrezza o di
ncertezza. Infard la matematica ha dato una
definizione rigorosa di un asperwe del concetto
di 1}{/br'rr1.r1:r'nlie. e a questo si patrehbe far
riferimento.

Cig appare ragionevole quando si osservi che
la cerrezza sulla soluzione di un problema
matematico si consegue quatido si posseggang
dei dati che permettano una deduziooe
weccepibile: cose analoghe =i potrebibero dire
delle leggi fisiche che consentane previsiond
certe {in alcuni ambiti): si pensi per esempio
alle leggi dell’astronomia classica. che
permertong di prevedere con certezza listante
di fenomeni ceiesti. come le eelissi: fenomeni
che un tempo suscitavao lo spavento ¢ la
paura. anche propric in forza di una certa
loro imprevedibilita. fnvece ¢ noto che non
P(?r‘.‘él‘tﬁalll() ancora delle leggi dei [enoment:
atmosferict che ispirino una cerfezza
paragonabile a quella delle leggl
dell’astronomia classica; di conseguenza tali
fenomeni ispirano spesso incertezza nelle
previsioni; analoghe considerazioni si
powebbero svolgere a proposito delle leggi
defl’cconomia e di tante altre seienze.

Come abbiamo gia osservaro. in questi casi
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non si pud pretendere che Ia matematica cre
una cerfezza chic di fatto & impedita dalla
incompletezza dell'informazione;
imcompletezza che pud riguardare tanto i dari
quante le legai dei fenomeni considerati.
Pertanto & lecito pensare che ['incertezza
riguardante questi ed alii [enomeni sia
soltanto Ueffetto psicologico del'informazion-
insufficiente; e per questa ragione pensiamo
che sia preleribile parlare di “matematica i
condizioni i informazione insufficiente o
incompleta” piuttosto che di matematica
dell'incerto.
Non intendiamo proscguire qui una
discussione che pug essere giustamente
sindicata come oziosa e superflua.
Osserviame inveee che, anche in situazioni
cosiffatte {eloe di informazione insulficiente .
& possibile uiilizzare lo srumento
matenatico. per dedurre con rigore le sole
conseguense certe che si possono travre dalle
scarse informazioni di partenza. Questo
atregoiamentn ha conclotto ad impostare il
problema matematico di definire il concetto di
probabilita e di costruire una teoria
matematica {il caleolo delle probabilitd,
appunto) che permettesse i dominare o che
comunemente st suol chiamare il cuso o s
sorte.
Abitualmente i fa risalire Ja prima
fondazione del caleolo delle probabilita al
secolo AVIL con riferimento all opera di due
grandi matematici francesi del secolo XVII:
Pierre de Fermat [1601-1665] ¢ Blaize Pascal
1023-160062), Andrebbero naavia ricordat



importaati ed originali contributi
landese Christiaan Huygens

1620-1695).

Noi ed 1] “casc”

N intendiama prendere qui posizione sulla

sione, che ha radici fontanissime, che

iarda il caso; riguarda cioe avvenimenii

aon possiamo prevedere con i nostri

-nil intellertuali ¢ vagionali. Si pomebbe

farti dire che da quando Fuomo ha cercato
moscere 18 cnse che gl interessavano o Yo

cavano da viciao, si & trovato di fronie

“mprevisto, all'oscurita intellettuale,

1a personalizzato nella fortuna o in

ri potentissimi, che agiscono per moiivi a

mmos. ignoranza delle ragioni degli

senti e 'impossibilita di dominarli

pecfamente,

= netla Bibbia [Ps. XXL 19 & Mh. XXV,
wova ['aceenno alla distribuzione per
= rreagin, nel versette citato dall’ P\angeh‘«m
“~uper vestem meam miserunt sartem” . Negli

conori ladnd pol & frequentissime i richiamo a
lln che noi chiandamo i gioco d'azzardo.
- meordizmo Danie ¢ i suo celebre ineipit del
0 Videl Pargatorio: “Quando si parte il
= della zara...”.
~Iriirebbe dive che il gioco d"azzardo, la
< Enmessa, € un attviia lipicamenis umana,
» la quale I'uomo intende guadagnare senza
stire sarvizi 0 seambiave dei beni, ma
< lranto rischiando certi bem possedun
zeneralmente delle somme di denaro)
-~wundo determinate regole, e mettendo in
sssere certe manipolaziond i sistemi materiali
ui compestamento non & completamente
minato da noi,
aveniamo di chianare, secondo Vabitudine
nffuza, “evento aleatorio” un evenlo sul
ruzle non possediamo informazioni
=utticients, bastant per fondare una certezza;
~empi tipici di eventi aleatori sono i risultati
! manipolazioni su certd sistemi materjali pio
rreruentemente considerati.

nanipolazioni. ed alrre poche analoghe e <
5010 TVENTAYE Sl [l o=t

li una o pitt monete o di dade. Uesres

iene di palling |ovviamenss mi=iass

miin), estrazione i carie da =
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esperimenti. Queste manipolazioni su sistemi
materiali servono spesso anche o
schemalizzare situazioni teoriche e fondazo
ed ispirano certe modellizzazioni le quali, a
loro volta, hanno costituito lo sfondo su cui &
stata costruila la cosiddetta teoria
frequentista del concetro di probabilita.

Laplace e Fimpostazione frequentistica

Ricordiamo qui la piu classica elaborazione
teorica del coneetio di probabhilita. fondata
sille manipolazioni e sulle schematizzazioni
di cul abbiamo detto; tale elaborazione ha
dato origine a quella che si suol chiamare
teoria oggetiiva del concetto di probabilita, ed
& dovuia al celebre matematico e [isico
francese Laplace (Pierre-Simon marquis de
Laplace, 1749-1827); essa & stata da Jui
presentata in unopera classica dal titolo Essai
philosophique sur les probabilités. apparsa
nel 1819, 1+ si incontra la nota frase che
viene ancora oggi ripetuta ¢ giudicata da
molti come definizione rigorosa del concetro
di probabilita di un evenro aleatorio: secondo
guesta frase la probabilita di un tale evento &
il rapporto wa il numero di casi favorevoli
all’evento stesso ed il pumero di quelli
possibili; ma nell'impostare questa definizione
il matematico francese avverte esplicitamente
che tutd i casi possibili dehbona essers
“ngualmente possibili”. E facile osservare che
tale clausola ¢ essenziale per la validitd e la
coerenza logica del discorso ¢ gli esempi eritic
in contrario lo provano; classico & esempio
seguente: si inunagini il lancio di una moneta
di forma regolare: si prenda nota della faciia
che ¢

sa muostra cadendo sul pavimento e si
vonsider come events aleatorio il fatto che

comnpaia una delle due facee {testa o croer,

secondo le espressioni classiche): in questo
case non si incontrang gravi difficolid ad
ammettere che i due casi possibili sono
“ugualmente possibili”. Ma complichiamo di
pochissimo le operazioni ¢ immaginiamo il

meu camitemporanco & due monete uzuali:

FINe <3 IpET firiale pomebhe

precisamente che il terzo eazo ha una
possibilith doppia rispetto agli aliri due.
Pare chiaro che la verifica del sussistere dell
condizione {ondamentale di uguale possibiti
non & rigorosamente precisabile in generale:
¢id costinnsce una delle difficolia
epistemologiche che si incontrano quando si
voglia applicare la teoria alla realia della
scienza o della tecnica.

Rimandiamo al seguito ulteriori discussioni
problemi i principio e vdeordiame che,
serapre nell impostazione che stiamo
presentando, si dimosirano due {ondamenta
reoremi, che vengono richiamati con le
espressiont classiche: “Teorema delie
probahilita totali” ¢ “Teorema delle
probabiliti composte™; essi sone i punt di
partenza per molte delle applicazioni della
Leoria.

La legge dei grandi numeri
e “la rovina del giocatore”

Abbiame gid accennato ai problemi prarici
che si aggregano attorno al calcolo delle
probabilita: problemi che, m sostanza.
nasceno dail'vtopistico desiderio di
raggimgere la certezza in situazion] in eui
& chiaramente impossibile; oppure, molo |
ragionevolmente. dal desiderio di progetrar
un comportaments che realizal il massin:
ravionalitd in condizioni di informazion
insufficient; tali ciot da impedire la cers
In una situazione cosiffarta appare quis!
naturale ¢he si sia cercalo di schemarizzar
certe situazion astratte, che potessero
da riferimento per le applicazioni prat
caleolo. Una delle sicuazioni pit ek
in certo modo piv semplici ¢ quindi pin

feequentemente utilizzate & quella ecogii
teorizzata da Jacob Bemoundli {1633-17
situazione che viene talvolta richiam
Pespressione “schema delle prove v
anche “schema ci Bernoudli™. In §
sommaria si potrehlie descrivers

schema teorieo dicendo che s imm
ripetere molte volie un esperin
uuuupulmom di un sistema 1




i penat, per esemplo al lanclo rpeino di una
wieta; oppure ad una sevie di escraziond i
zerioni o pailine di un'urna, contenente
wumerose palline di due colovt diversi in
proporzione nota, rimettenda nell'orna. dopo
ueni estrazione. Ja pallina estratta.
Owvviamente si imynaging di poter ripetere
wiclefinivamente, a volonta, un numero
qualungque ¥ di volte, Vesperimento o la
manipolazione, e di poter osservare ed
annetare il numero n ¢i volte in cui evento
gleatorio € ¢ verificato: e quindi si immagina
di poter caleolare il rapporto f= n/X, tra il
numers dei suceessi ed il numero di
esperimenti esegwitl; tale rapporto viene
spesso chiamato “frequenza empirica” dei
suceessi.
Con riferimento ad esperiment di questo tipo
si accetta che si avveri nella realea cio che
viene espresso dalla propasizione seguente,
che chiameremo “Legge empirica dei grandi
numeri”: eseguendo un grande numero di
esperimentl o di manipolazioni, nelle
comdizioni dello seheina di Bernoulli, quasi
sempre la frequenza empirica dei successi &
molto vicina ulla probabilita teorica, calcolata
a prioti in base all’enunciato di Laplace. Cosi,
per esempio. lanciando molte volte una
morreta di forma regolare, quasi sempre circa
la meta i lanci da luoge all’evento “resta”™
Prima di analizzare il significato
epistemalogico di questa proposizione.
ricordiamo che essa viene spesso richiamara
con espressioni diverse da quella usata qui:
stata chiamata per esempio “Legge del cuse”
o anche “Postulato empirico del easo™, con
un’espressione che pud essere gindicata
contradditioria da chi esservi che I'aggettivo
empirico mal si accorda con il sostantivo
postulato, almeno secondo I'impiego abituale
che di questo termine si fa in matematica.
Indipendentemente dal nome che si intenda
dare a questa proposizione, si osserva subito
che essa contiene delle espressioni che
appaiono a prina vista molto chiare, ma che
non resisterebbero alla analisi approfondita,
alla guale la matematica recente ciha
abitnati. $i rarta anzitucto dell’espressione
“orandi numeri”, la quale non ha
cittadinanzs in matematica, che non conosce
muneri “grandi” o “piceoli”; € poi le
espressiont “quasi sempre” e “molio vicina”
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cadono pure sotto nna critiea analng
Tuttavia espressiont cosif
un‘indubbia presa sulla psie uln-n a

dellascoltatore o del lettore: cio significa. a
nostro parere, che esse von possono dirsi
totalmente prive di sigmilicato. ma che questo
deve essere precisato caso per caso, in
relazione ai singoli problemi considerati; e che
le deduzioni ottenute debbono essere
attentamente valutate in relazione alla realta
chie si osserva o agli esperimenti che si
conducono. Per fare un esempio banale,
appare chiaro che wa viliardo puo essere
considerato un numero “grande” se si vuole
esprimere il numero degli abitanti di naa
regione o di una citti: ma appare molto
piccolo se g intende vappresentare il numero
di melecole di acqua contenute in una
normale hottigha da tavola. Analoghe
osservazioni e analoghi esempi si possono
addurre a proposito defle altre espressioni che
abbiamo cirato peco sopra. Comungue sia.
occarre sempre tener presente che. nella
impaostazione che stiamo presentando, le
deduzioui che si ottengono non hanne valore
in relazione ad un singolo evento aleatorio,
ma sexpre soltanto rispetio ad una folla di
event.

A proposito della legge empivica dei grandi
numeri ricordiamo che Jakob BPrnoulil ha
dirnostrato un celebre teorema. il quale
afferma che., al erescere del numero N delfe
osservazioni, tende ad 1 la probabilita che la
frequenza empirica tenda al valore teorico
della probabilia. calcolato a priori, printa di
ogni esperimentn.

[ significato di questo teorema & stato spesso
frainteso: infaiti esso & stato interpretato come
se fosse una dimostrazione della legee
empirica dei grandi mumerd. L ¢id ha prodotra
spesso dei risultati poco gradevoli ¢ ha dato
oceasione anche a mistificazioni ed inganni.
Uno dei casi pitr comuni di equivoc che si
verificano a seguito delle confusioni
riguardanti il teorema di Bernouili ¢ la legge
dei grandi numeri ¢ costituito dalle note
“cacee al numerd ritardatl” del gloco del
Lotto; oppure dai cosiddetti “metodi”™ per
shancare la ronlette. pubblicizzati da pretesi
conoseitori del caso: esistono addiritinra <elle
pubblicazioni specializzate nel segualare i
numeri in ritardo delle estrazioni.
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C<imsziane pica i questo genere potreblhie
ritta con esenipio seguente.
supponiamo che. giocando a testa ¢ croce.
tiis moeta abbia fidm per 99 lanel successiv
il visultato i “testa”: si tratta di un caso
rarissimo, via non impessibile; inolire i calcoli
relativi allo schema delle prove ripetute
permetiono di determinare la probabilita di
un simile evento, secondo lo schema e la
mentalita laplaciana. Pertanto nella opinione
comune ¢ spontanco il comportaments che
indiee a scommettere swl uscita di “evoce™ al
lancio successivo: Infauti, se a quel fancio si
mostrasse ancora “testa”, si realizzerebbe wia
successione di cento “leste”™ successive; evento
a cui i caleoli assegnano la probabilita
111024,

L equivgcn comune conduce a scommettere
forti somme su “croce”, col pretesto che tale
vscita realizzerehbe un evento molto raro.

Ma queste argomentazioni 2on tengono conlo
del fatto che la serie di 99 “1este” non & piu
oggetto di scommessa. ma soltanto di cronaca.
proprio perché ¢ gia avvenuta. Cio che e
ogzetin di scommessa, o di contratto
aleatorio, & soltanie Fesito del prossuno
lancio. Ya cui probabilicd & valutata, come
sempre. 1/2. La situazione viene spesso
descritta in modo sintetico dicendo che Ja
moneta non ha né memozria né coscienza...
T sappiamo che argomentazioni come
(ueste non convineono i giocatore incallito.
Questi viene convinto meno ancora dal
tearema che taluni rickiamano come “teorema
della rovina del giocatore™ esso dimostra che
la probabilita per un giocatore di resistere ad
una “seric nera”, ciod ad una successione i
colpi avvers, dipende dal patrimonio del
giocatore stesso; infacti la posta del gioeo va
pagara ovviamente prima che s ver ifichi
'evento aleatorio del gioco: ed il gocatore che
ha asciugato le propric tasche non pun pin
tentase la sorte, cosa che invece potrebbe fare
un giocatore piu riceo <& lud, che avesse
incontrato una analoga “serie nera”.

Ma Bernoulli non ha dimostrato la legge
ernpirica: ha dimostrato soltanto che tende add
1 la probabilita che essa sia rispettata.
Sarebbe infatti hen poco verosimile che la
matematica. con soli ragionamenti, potesse
determinare il comportamente della realta
materiale. Tuttavia il eorema di Bernoulli



permeiie una enunciazione, per cosi dire.
aitenuata della legee dei grandi numeri:
basterebbe infatti enunciare che: ~Al endere
all'mfinito del numera delle prove. quasi
sempre si avvera un evento la cui probabilita
vahueata a priori & molw vicina ad 17.

L'imposiazione soggettiva

Abbiame ripetutamente messo in evidenza i
fatto che il caleolo delle probabilita, nella sua
inipostazione classica, che potremmo
chiamare laplaciana, non dice nulla per
quanto riguarda il fenomeno singolo e
soverna soltanio le folle di fenomeni analoghi,
attraverso la legge empirica dei grandi
noer.

Abhiammo anchie avvertito che 8 legame tra la
probabilita. intesa come concetto asirateo, e la
realtd fenomenica & dato esclusivarnente dalla
eioe empirica: ed abbiamo rilevato quanto
Fenunciato di tale legge si distingua dal

paradigma classico della legge matematiea dei
renonend fisicl. Ma I'impostazione laplaciana
appare abbastanza debole dal punto di vista
lugico. in particolare per la difficolt di dare
dei eriteri generali ed astratti per la verilica
delle condizioni essenziali. qualificanti la
pretesa definizione oggettiva del concetio di
probabilita di un evento aleatorio.
o vista di queste difficoltd logiche ed
epistemologiche. Bruno e Fineta (1906-
1485} e Leonard J. Savage (1917-1971)
aanno elaboraro una teoria della probabilita
rhie viene abitualmente richiamata con la
qualilica di “teoria sogeeltiva”,
distmguendola cosi da quella classica della
auale abbiamo richiamato il nome abituale di
“reonia oggetliva”.
secondo questa impostazione, non si
dovrebbe parlare di probabiliia come di una
nraprietd oggettiva del singolo evento
aleatorio; ma piuttosto di un giudizio che un

- determinato soggetto esprime nei riguardi
dell'evento stesso, in dipendenza delle
miermazioni che egli possiede al rignardo e in
refazione a un determinato conwrans
econeIice: questo vieie cliama
perehié Je sue clansols conmeme] fe if s
esito dipenda dal verficas,
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un singolo soggerio pud cambiarlo, se
cambiano le informazioni che eghi possiede. 1l
giudizio di probabilita viene precisato con wn
oumero. in generale minore di 1 e comunque,
al Timite. non superiore ad 1, il quale esprime
it rapporte tra Uentita della somme di denaro
che il soggefto acceita di rischiare (pagandola
immediatamente) € quella che incassera se si
verifica 'evento aleatorio oggetto del
CONdratto.

Il comportamento dei soggetti che ernettono i
giudizi di probabilita & retto da un principio
di coerenza. Si powrebbe esporre, in modo
somario e rudimentale, il significato di
questo dicenda che esso impone che nessuna
combinazione di contratd, relativi ad un
medesimo evento aleatorio, pud condurre a
risultati economici sicuri. Partendo da questo
PTINCIpio si posseno ricuperare con rigore,
anche in questa impostazione, i tecremi
classici che abbiamo richiamato con le
espressiond abituali di “teerema delle
probabilita totali” e *delle probabilita
composte”. St otticne cosi di poter dimosirare
ogni tearcina valido nell'impostazione
classica; inoltre viene resa metodica la
procedura che conduce a migliorare il
comportamento razionale di un soggetio,
attraverso il ricupero e I'utilizzazione al
meglio deile informuzioni che esso pud
procurarsi. Procedura che anche
I'tmpostazione classica conosceva, come
conseguenza del cosiddetto “Teorema di
Bayes” {Thomas Bayes. 1702-1761).

In questo ordine di idee il rapporto tra il
numero dei casi favorevoli

ad an evento ed il numero dei casi possibili
{che. come abbiamo visto, fonda la
definizione classica di probabilita} risulia
essere uno (ma non I'unico) dei modi possibili
per fornive ad un soggetto una guida nel
compertantenta razionale, in presenza di
scelte economiche farte in condizieni i
informazione insufficicnte.

Imbrigliare il caso. la sorte
o la fortuna™?

secondo le quali i punti di partenza di una
teoria matemarica sono metodicamente
stabiliti pon mediante definizioni formali che
procedono per genus et differentiam, secondo
la logjca classica tradizionale, ma sono
precisat con quelle definizioni che vengono
chiamate “implicite” o anche *definizioni
d'uso™.

Inoltre 1 prineipio di coerenza, di i si &
detto, enuncia esplicitamente 'ampossibilitd
di render certo cio che in partenza non lo & e
quindi vanifica radicalmente ogni sogro di chi
pretendesse di tmbrigliare il ¢ase, con
ragionamenti o con trucchi, “sistemi” e
“metodi” pitt 0 meno ingegnosi,
ingenuamente creduti scoperte mirabolanti, o
furbescamente spaceiati per tali. E questo
principio, si & pure delio, permette di
dimostrare rigorosamente tutti i risultati della
teoria classica {requentista.

Pertanto, ancora una volta. non si pud
pretendere che il puro calcolo, o in generale la
matematica. renda certo cio che in partenza
non ¢ tale.

Ma resta pur vero che, quali che siano le basi
teariche che si adottano, la matematica offre
alla scienza della Natura e delt'uomo le
impostazioni concettuali e gli strumenti
simbalici e formali per cluarire concetti e
strutture logiche e dedurre con rigore. £
quindi anche gli strumenti pex il
comportamento che realizzi la massima
razionalita possibile. @
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